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Telah dibahas sistem linear max-plus waktu invariant autonomous (SLMIA), di mana 
waktu aktifitasnya berupa bilangan real. Dalam sistem linear max-plus interval waktu 
invariant autonomous (SLMIIA), ada ketidakpastian dalam waktu aktifitasnya, sehingga 
waktu aktifitas ini dimodelkan sebagai interval bilangan real. Artikel ini membahas 
tentang generalisasi SLMIA menjadi SLMIIA dan analisis input-output SLMIIA, serta 
sifat periodiknya. Dapat ditunjukkan bahwa SLMII berupa suatu sistem persamaan 
linear max-plus interval. Analisa input-output SLMII dapat dibahas melalui penyelesaian 
suatu sistem persamaan linear max-plus interval. Sifat periodik SLMIIA dapat diperoleh 
dari nilai nilai eigen dan vektor eigen interval matriks keadaan dalam sistemnya. 
 




Dalam masalah pemodelan dan analisa suatu jaringan, kadang-kadang waktu aktifitasnya 
tidak diketahui dengan pasti. Hal ini misalkan karena jaringan masih pada tahap perancangan, data-
data mengenai waktu aktifitas belum diketahui secara pasti. Ketidakpastian waktu aktifitas jaringan 
ini dapat dimodelkan dalam suatu interval, yang selanjutnya di sebut waktu aktifitas interval. 
Aljabar max-plus (himpunan semua bilangan real R dilengkapi dengan operasi max dan plus) 
telah dapat digunakan dengan baik untuk memodelkan dan menganalisis secara aljabar masalah-
masalah jaringan, seperti masalah: penjadwalan (proyek) dan sistem antrian, lebih detailnya dapat 
dilihat pada Bacelli, et al. (2001), Rudhito, A. (2003). Dalam Schutter (1996) dan Rudhito, A. 
(2003) telah dibahas pemodelan dinamika sistem produksi sederhana dengan pendekatan aljabar 
max-plus. Secara umum model ini berupa sistem linear max-plus waktu invariant. 
Konsep aljabar max-plus interval yang merupakan perluasan konsep aljabar max-plus, di 
mana elemen-elemen yang dibicarakan berupa interval telah dibahas dalam Rudhito, dkk (2008). 
Pembahasan mengenai matriks atas aljabar max-plus telah dibahas dalam Rudhito, dkk (2011a). 
Dalam Rudhito, dkk (2011b)  telah dibahas eksistensi penyelesaian sistem persamaan linear max-
plus interval.  
Sejalan dengan cara pemodelan dan pembahasan input-output sistem linear max-plus 
waktu invariant  (SLMI) seperti dalam Schutter (1996) dan Rudhito, A. (2003), dan dengan 
memperhatikan hasil-hasil pada aljabar max-plus interval, dalam Rudhito (2011) telah dibahas 
pemodelan dan analisa input-output sistem linear max-plus interval waktu invariant (SLMII), yaitu 
sistem linear max-plus waktu invarian dengan waktu aktifitas interval. Dalam situasi tertentu ada 
suatu SLMI yang keadaannya tidak dipengaruhi  kedatangan input, yang disebut dengan SLMI 
autonomous (SLMIA). Seperti halnya pada SLMII, dalam makalah ini akan dibahas pemodelan 
dan analisa input-output sistem linear max-plus interval waktu invariant autonomous (SLMIIA). 
Terlebih dahulu akan dibahas pengertian dan konsep dasar dalam aljabar max-plus dan aljabar 
max-plus interval yang akan digunakan dalam pembahasan utama artikel ini. 
ALJABAR MAX-PLUS 
Dalam bagian ini dibahas konsep dasar aljabar max-plus dan nilai eigen dan vektor eigen 
max-plus. Pembahasan selengkapnya dapat dilihat pada Bacelli, et al. (2001), Rudhito, A. (2003). 
Diberikan R := R { } dengan R adalah himpunan semua bilangan real dan  : = . Pada R 
didefinisikan operasi berikut:  a, b  R ,  a  b :=  max(a, b)  dan  a  b : = a  b. Kemudian 
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(R, , ) disebut aljabar max-plus, yang selanjutnya cukup dituliskan dengan Rmax. Relasi “ m
”pada Rmax didefinisikan dengan x m  y  x  y = y. 
  Operasi  dan  pada Rmax  dapat diperluas untuk operasi-operasi  matriks dalam nmmaxR : = 
{A = (Aij)Aij  Rmax, untuk i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n}. Untuk    Rmax, dan A, B  nmmaxR  
didefinisikan   A, dengan (  A)ij =   Aij  dan A  B, dengan (A  B)ij = Aij  Bij untuk i = 1, 
2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n. Untuk  A  pmmaxR , B 
np
















 dan matriks   nmmaxR ,  
( )ij :=   untuk setiap i dan j. Relasi “ m ”pada nmmaxR  didefinisikan dengan A m B    A  B = 
B. Didefinisikan  nmaxR := {x = [ x1, x2, ... , xn]
T | xi  Rmax, i = 1, 2, ... , n}. Unsur-unsur dalam 
n
maxR disebur vektor atas Rmax.  
  Diberikan A  nnmaxR . Skalar   Rmax disebut nilai eigen max-plus  matriks A jika terdapat 
suatu vektor v  nmaxR dengan v  n1 sehingga A  v =   v. Vektor v tersebut  disebut  vektor 
eigen  max-plus matriks A yang bersesuaian dengan . Diberikan A  nnmaxR . Dapat ditunjukkan 













 ), merupakan suatu nilai eigen max-plus matriks A. Lebih 
lanjut untuk B = max(A)  A, jika iiB = 0, maka kolom ke-i matriks 
*B  merupakan vektor eigen 
yang bersesuaian dengan nilai eigen max(A). Kolom-kolom ke-i matriks *B  di atas, yang 
merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen max(A), disebut vektor-vektor eigen 
fundamental yang bersesuaian dengan nilai eigen max(A). Dapat ditunjukkan bahwa kombinasi 
linear max-plus vektor-vektor eigen fundamental matriks A juga merupakan vektor eigen yang 
berseuaian dengan max(A). Suatu matriks A  nnmaxR  irredusibel jika dan hanya jika (A 
2A  ... 

1nA )ij   ,  untuk setiap i, j dengan i  j. Dapat ditunjukkan bahwa jika matriks irredusibel A 
nn
maxR  mempunyai nilai eigen max-plus tunggal, yaitu  max(A), dengan x  sebagai vektor eigen 
max-plus yang bersesuaian dengan , maka xi    untuk setiap  i  {1, 2, ..., n}. Dapat ditunjukkan 
bahwa jika matriks A  nnmaxR  irredusibel, maka A mempunyai nilai eigen max-plus tunggal, yaitu 
max(A). 
   
ALJABAR MAX-PLUS INTERVAL 
 Bagian ini membahas konsep dasar aljabar max-plus interval dan teknik pengoperasian 
matriks atas aljabar max-plus interval. Pembahasan lebih lengkap dapat dilihat pada Rudhito, dkk 
(2011a). 
  Interval (tertutup) x dalam Rmax adalah suatu himpunan bagian dari Rmax yang berbentuk    
x = [ x , x ] = {x  Rmax  x m  x m x }. Interval x dalam Rmax di atas disebut interval max-plus, 
yang selanjutnya akan cukup disebut  interval. Suatu bilangan x  Rmax dapat dinyatakan sebagai 
interval [x, x]. Didefinisikan I(R) := { x = [ x , x ]  x , x   R,  m  x  m  x }  {}, dengan    
 := [,  ]. Pada I(R)  didefinisikan operasi   dan   dengan: x   y = [ x  y , x   y ] dan x 
  y = [ x y , x   y ] ,  x, y  I(R). Kemudian (I(R) , , ) disebut dengan aljabar max-
plus interval yang dilambangkan dengan I(R)max.   
  Didefinisikan I(R) nm max  := {A = (Aij)Aij  I(Rmax), untuk i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n}. 
Matriks anggota I(R) nm max  disebut matriks interval max-plus. Selanjutnya matriks interval max-plus 
cukup disebut dengan matriks interval.  Untuk   I(R)max,  A, B  I(R) nmmax , didefinisikan     
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A, dengan (A)ij = Aij  dan AB, dengan  (A   B)ij = Aij   Bij  untuk i = 1, 2, ..., m  dan  
 j = 1, 2, ..., n . Untuk A  I(R) pmmax , B  I(R)
np
max , didefinisikan A   B dengan   







 untuk i = 1, 2, ..., m  dan  j = 1, 2, ..., n. Operasi   konsisten terhadap 
urutan Im , yaitu jika  A Im B, maka A   C Im  BC.  Operasi   juga konsisten terhadap 
urutan Im , yaitu jika  A Im B, maka A   C Im B   C. 
  Untuk A  I(R) nm max  didefinisikan matriks A  = ( A ij) 
nm 
maxR  dan A = ( A ij)  
nm 
maxR  
yang berturut-turut disebut matriks batas bawah dan matriks batas atas dari matriks interval A. 
Didefinisikan interval matriks dari A, yaitu [ A , A ] = {A  nmmaxR  A  m  A m  A  }. Dapat 
ditunjukkan untuk setiap matriks interval A selalu dapat ditentukan interval matriks [ A , A ] dan 
sebaliknya. Matriks interval A  I(R) nmmax  dapat dipandang sebagai interval matriks [ A , A ]. 
Interval matriks [ A , A ]disebut interval matriks yang bersesuaian dengan matriks interval A dan 
dilambangkan dengan A  [ A , A ]. Didefinisikan I(R) nmax := {x = [x1, ... , xn ]
T| xi  I(R)max, i = 1, 
... , n }. Unsur-unsur dalam I(R) nmax  disebut vektor interval atas I(R)max. Diberikan A  I(R)
nm
max  
dan b  I(R) mmax .  
  Berikut diberikan definisi dan eksistensi nilai eigen dan vektor eigen max-plus interval. 
Pembahasan lebih lengkap diberikan dalam Rudhito (2011c). Diberikan A  I(R) nnmax . Skalar 
interval   I(R)max disebut nilai eigen max-plus interval matriks interval A jika terdapat suatu 
vektor interval v  I(R) nmax dengan v  n1 sehingga   A  v =    v. Vektor v tersebut  disebut  
vektor eigen max-plus interval matriks interval A yang bersesuaian dengan . Diberikan A  I(R)
nn
max , dengan A  [ A , A ]. Dapat ditunjukkan skalar interval max(A) = [max( A ), max( A )], 
merupakan suatu nilai eigen max-plus interval matriks interval A. Vektor eigen interval dapat 
dibentu melalui vektor eigen fundamental untuk masing-masing matriks batas bawah dan atasnya, 
jika diperlukan dapat dilakukan modifikasi dengan membentuk kombinasi linearnya. Suatu matriks 
interval A  I(R) nnmax , dengan A  [ A , A ], dikatakan irredusibel jika setiap matriks  A  [ A , A ] 
irredusibel. Dapat ditunjukkan bahwa A  I(R) nnmax  irredusibel jika dan hanya jika A 
nn
maxR  
irredusibel. Lebih lanjut jika matriks interval A irredusibel, maka max(A) = [max( A ), max( A )] 
merupakan nilai eigen max-plus interval tunggal matriks interval A, dengan v adalah vektor eigen 
max-plus interval yang bersesuaian dengan max(A), di mana vi    untuk setiap  i  {1, 2, ..., n}. 
 
PEMODELAN SISTEM PRODUKSI SEDERHANA  
 Diperhatikan suatu sistem produksi sederhana (Schutter, 1996) yang disajikan dalam 
Gambar 1 berikut:  
                                             d1 = [5, 7] 
   
                                                                                      d3 = [3, 4] 
     
                                                                                                                y(k)                                     
                                             d2 = [6, 8]                                    
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Sistem ini terdiri dari 3 unit pemrosesan P1, P2, P3 . Bahan baku dimasukkan ke P1 dan P2, diproses 
dan dikirimkan ke P3. Interval waktu pemrosesan untuk P1, P2 dan P3 berturut-turut adalah            
d1 = [5, 7] d2 = [6, 8] dan d3 = [3, 4] satuan waktu. Pada input sistem dan antara unit pemrosesan 
terdapat penyangga (buffer), yang berturut-turut disebut penyangga input dan penyangga internal, 
dengan kapasitas yang cukup besar untuk menjamin tidak ada penyangga yang meluap (overflow). 
Dalam keadaan awal sistem, penyangga input dan beberapa penyangga internal tidak kosong, 
kemudian bahan baku dimasukkan pada sistem dengan laju tertentu sedemikan hingga penyangga 
input tidak pernah kosong. Jadi mesin-mesin sudah bekerja pada kondisi awal, dan untuk 
berikutnya tidak perlu menunggu kedatangan input, karena input sudah selalu tersedia. Suatu unit 
pemrosesan hanya dapat mulai bekerja untuk suatu produk baru jika ia telah menyelesaikan 
pemrosesan produk sebelumnya. Diasumsikan bahwa setiap unit pemrosesan mulai bekerja segera 
setelah bahan tersedia. Misalkan 
     xi(k) : interval waktu saat unit pemrosesan ke-i mulai bekerja untuk pemrosesan  ke-k, 
      y(k) : interval waktu saat produk ke-k yang diselesaikan meninggalkan sistem. 
Waktu saat P1 mulai bekerja untuk pemrosesan ke-(k+1) dapat ditentukan sebagai berikut. 
Pada unit pemrosesan P1 hanya dapat mulai bekerja pada sejumlah bahan baku baru segera setelah 
menyelesaikan pemrosesan sebelumnya, yaitu sejumlah bahan baku untuk pemrosesan ke-k. 
Karena interval waktu pemrosesan pada P1 adalah d1 = [5, 7] satuan waktu, maka produk setengah-
jadi ke-k akan meninggalkan P1 pada saat interval t =  x1(k)   [5, 7]. Dengan menggunakan 
operasi aljabar max-plus interval diperoleh: 
  x1(k+1) = [5, 7]   x1(k)   [2, 3]   u(k+1)  untuk k = 1, 2, 3,  ... . 
Dengan alasan yang sama untuk P2, P3 dan waktu saat produk ke-k yang diselesaikan  
meninggalkan sistem, diperoleh: 
  x2(k+1) = [6, 8]   x2(k)  
  x3(k+1) = [11,16]   x1(k)   [12,16]   x2(k)   [3, 4]   x3(k) 
        y(k) = [3, 4]   x3(k) , untuk k = 1, 2, 3,  ... . 
Jika dituliskan dalam persamaan matriks dalam aljabar max-plus, persamaan-persamaan di atas 














   x(k)  
          y(k)  =   4] [3,εε    x(k)  , untuk k = 1, 2, 3,  ...  dan x(k) = [x1(k), x2(k), x3(k)] T. 
Hasil di atas dapat juga dituliskan dengan 
        x(k+1) = A   x(k)  
                           y(k) = C   x(k)  















  I(R) 33max
 ,  dan C =  4] [3,εε  I(R) 31max . 
SISTEM LINEAR MAX-PLUS INTERVAL WAKTU INVARIANT AUTONOMOUS 
Matriks dalam persamaan pada sistem produksi di atas merupakan matriks konstan, yaitu 
tidak tergantung pada parameter k, sehingga sistemnya merupakan sistem waktu-invariant. Dalam 
sistem produksi di atas keadaan sistem tidak dipengaruhi kedatangan input, sehingga disebut 
autonomous. Sistem seperti dalam contoh di atas merupakan suatu contoh sistem linear max-plus 
interval waktu-invariant autonomous (SLMIIA) seperti yang diberikan dalam definisi berikut.   
Definisi 1 (SLMIIA)  
Sistem Linear Max-Plus Interval Waktu-Invariant Autonomous adalah Sistem Kejadian Diskrit 
yang dapat dinyatakan dengan persamaan berikut:        
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 x(k+1) = A   x(k)                             (1)                    
         y(k) = C   x(k)                                                   
untuk k = 1, 2, 3,  ... , dengan kondisi awal x(0)   ,,  A  I(R) nnmax  dan  C  I(R)
n1
max . Vektor 
interval x(k)  I(R) nmax menyatakan interval keadaan (state) dan y(k)  I(R)
1
max  adalah vektor 
interval output sistem saat waktu ke-k. 
SLMIIA dalam definisi di atas merupakan sistem dengan satu input dan satu output (SISO). 
SLMIIA seperti dalam definisi di atas secara singkat akan dituliskan dengan                  SLMIIA(A, 
C, x(0)   ).  Jika kondisi awal diberikan pada sistem, maka secara rekursif juga dapat ditentukan 
barisan keadaan sistem dan barisan output sistem yang bersesuaian dengan kondisi awal tersebut. 
Secara umum sifat input-output SLMIIA(A, C, x(0)   ) diberikan dalam teorema berikut. 
Teorema 1 (Input-Output SLMIIA(A, C, x(0)   )) 
Diberikan  suatu bilangan bulat positip p. Jika vektor output  y = [y(1), y(2), ... ,  y(p)]T pada   

























Bukti: Pembuktian analog dengan pembuktian pada kasus waktu aktifitas yang berupa bilangan 
real, dengan mengingat bahwa operasi penjumlahan dan perkalian matriks interval konsisten 
terhadap urutan yang telah didefinisikan di atas. Bukti untuk kasus waktu aktifitas yang berupa 
bilangan real dapat dilihat dalam Rudhito(2003: hal 56 -58).  ■ 
Contoh 1 
Diperhatikan sistem produksi sederhana pada pembahasan di atas, dengan mengambil keadaan 
awal x(0) = [0, 0, 0]T = [[0, 0], [0, 0], [0, 0]]T dan p = 10, diperoleh waktu keadaan dan ouput 
sistem seperti dalam Tabel 1 berikut. 
Tabel 1 Perhitungan Interval Waktu Keadaan dan Output Sistem Contoh 1 
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
x1 [0, 0] [5,7] [10,14] [15,21] [20,28] [25,35] [30,42] [35,49] [40,56] [45,63] [50,70] 
x2 [0, 0] [6,8] [12,16] [18,24] [24,32] [30,40] [36,48] [42,56] [48,64] [54,72] [60,80] 
x3 [0, 0] [12,16] [18,24] [24,32] [30,40] [36,48] [42,56] [48,64] [54,72] [60,80] [66,88] 
y [0, 0] [15,20] [21,28] [27,36] [33,44] [39,52] [45,60] [51,68] [57,76] [63,84] [69,92] 
Selanjutnya akan diberikan teorema yang memberikan cara penentuan keadaan awal x(0) 
tercepat agar interval keadaan sistem untuk masing-masing xi berada dalam interval yang periodik 
dengan besar interval periode tertentu, untuk k = 1, 2, 3, ... .  
Teorema 2 
Diberikan SLMIIA (A, C, x(0)   ) dengan A matriks interval irredusibel yang mempunyai nilai 
eigen aljabar max-plus max(A) = [max( A ), max( A )], dengan vektor eigen max-plus interval 
fundamental v  [ v , v ]. Jika diambil x(0) = [ *v , *v ], dengan *v  =    v ,   = )(min ii v , 
maka interval keadaan sistem  untuk masing-masing xi akan berada dalam interval terkecil yang 
batas bawah dan batas atasnya periodik dengan besar periode berturut-turut max( A ) dan max( A ). 
Bukti:  
Perhatikan x(k+1) = A   x(k)  [ A  )1( kx , A  )1( kx ] = [
kA  )0(x , kA  (0)x ]  
kA   x(0). Mengingat keadaan awal sistem dapat ditentukan dengan pasti, maka berupa waktu 
tegas atau interval titik, yaitu x(0)  [ )0(x , (0)x ] di mana )0(x = (0)x . Karena A irredusibel,  
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maka A mempunyai nilai eigen max-plus interval tunggal, yaitu max(A) = [max( A ), max( A )], 
dengan vektor eigen max-plus interval fundamental v  [ v , v ]  di mana komponen vi   untuk 
setiap i  {1, 2, ..., n}. Selanjutnya dibentuk vektor interval *v   [ *v , *v ]  
di mana  *v  =    v  dan *v =   v , dengan v  =    v ,  




vv  , untuk i = 1, 2, ..., n, 
yang juga merupakan vektor eigen max-plus interval yang bersesuaian dengan max(A). Dari 
konstruksi vektor-vektor di atas diperoleh bahwa komponen-komponen vektor *v , yaitu  i
*v , 
semuanya tak negatif dan paling sedikit satu komponennya bernilai nol. Sementara vektor interval 
*v   [ *v , *v ] paling sedikit satu komponennya berupa interval titik, sehingga *v merupakan 





vv   = 0 untuk i = 1, 2, ..., n. Dengan 
demikian *v merupakan vektor eigen max-plus interval terkecil, di antara semua kemungkinan 
vektor eigen max-plus interval hasil modifikasi vektor eigen max-plus interval fundamental v  [ v , 
v ] di atas, yang semua batas bawah komponennya tak negatif dan paling sedikit satu bernilai nol. 
Mengingat vektor *v  [ *v , *v ] merupakan vektor eigen max-plus interval yang bersesuaian 
dengan max(A), maka berlaku [ A , A ]  [ *v , *v ] =  [max( A ), max( A )]   [ *v , *v ] atau   
A   *v  = max( A )  *v  dan A  *v  = max( A )  *v . Selanjutnya diambil saat keadaan awal 
sistem x(0) = [ *v , *v ] yang merupakan saat keadaan awal tercepat. Mengingat operasi  dan  
pada matriks konsisten terhadap urutan “ m ”, maka berlaku 
kA  *v  m
kA  *v  m  
kA  *v . Hal ini berakibat bahwa x(k)  [
kA  *v , kA   *v ]  [
kA   *v ,  kA   *v
] = [
k))A(( max 
*v , k))A(( max 
*v ] = [ k))A(( max ,
k))A(( max ] [
*v , *v ] = [
k)]A( ),A( maxmax   [
*v , *v ] untuk setiap k = 1, 2, 3 , ... . Dengan demikian vektor *v  
merupakan keadaan awal tercepat sistem, yang diperoleh dari vektor eigen max-plus interval 
fundamental v  [ v , v ], sehingga  interval keadaan sistem  untuk masing-masing xi akan berada 
dalam interval terkecil yang batas bawah dan batas atasnya periodik dengan besar periode berturut-
turut max( A ) dan max( A ).  ■ 
Contoh 2 











4] [3,15] [12,13] [11,
ε8] [6,4] [3,
11] [9,ε 7] [5,
. Dapat ditentukan 
bahwa max(A) = [max( A ), max( A )] = [10, 12], dengan vektor eigen max-plus interval 
fundamental v  [ v , v ]  dengan  v  = [0, 7, 1]T dan v  = [1, 7, 2]T berturut-turut merupakan 
vektor eigen max-plus fundamental yang bersesuaian dengan )A(max  dan )A(max . Selanjutnya 
dapat ditentukan bahwa  *v  = [7, 0, 8]T dan *v = [8, 0, 9]T, sehingga di ambil x(0) = [ *v , *v ]. 
Misalkan  b(k) = [
k))A(( max 
*v , k))A(( max  
*v ]. Perhitungan x(k) hingga k = 10, seperti 
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Tabel 2 Perhitungan Interval Waktu Keadaan dan Output Sistem Contoh 2 
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
x1 [7,7] [17,19] [27,31] [37,43] [47,55] [57,67] [67,79] [77,91] [87,103] [97,115] [107,127] 
b1 [7,8] [17,20] [27,32] [37,44] [47,56] [57,68] [67,80] [77,92] [87,104] [97,116] [107,128] 
x2 [0,0] [10,11] [20,23] [30,35] [40,47] [50,59] [60,71] [70,83] [80,95] [90,107] [100,119] 
b2 [0,0] [10,12] [20,24] [30,36] [40,48] [50,60] [60,72] [70,84] [80,96] [90,108] [100,120] 
x3 [8,8] [18,20] [28,32] [38,44] [48,56] [58,68] [68,80] [78,92] [88,104] [98,116] [108,128] 
b3 [8,9] [18,21] [28,33] [38,45] [48,57] [58,69] [68,81] [78,93] [88,105] [98,117] [108,129] 
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